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������ ��� ���	�.

���	� �� � ����
����� ���� ����� �� ����� ���� ���	�
���	� ���� 
� ������
��� ������
�� �� ��� �	�
 	� n ��
�.��
��� �������� 	
������ ���� 
� 1/n 	� ���
�	������	�� ��� � ������� ������ ���� �� �����/� �	 ���� ����� �� ��� ��	�	
�
 ��� ��� �	��	���� ������������	�$� ����� ���� ��� �	�
 	� %

� ��
�.��
��� ������%

Zi = θ + ηi, i = 1, 2, ..., n  !$
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−
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] 3
≤
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2
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−
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) γ (
2
−

r
n

−
1
)−

β
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−
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)2

[ γ
+
β
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−
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≤
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−
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−
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+
β
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−
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≤
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0
≤

r
≤

1,
'
�
�
�
�
�
�
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�


1
−

2
r n
>

0
.
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(β = 1, r = 0.7)

γ n

∂E(LPS)
∂n > 0

n

r = 0.7,β = 1 A
n = 1) GA

LA
n =

2

• B GB > GA,n = 2) LB > LA

• C GC > GA,n = 2 LC < LA

n γ



������ �� 	
����� �
�� ������
� ���� ������������ �
��
������ ���� � ��������
���������� ���� �
� ���������
� (β = 1, r = 0.5)

�
� ��� D �� ��
���� �
��� ���� �
�����
��� �
 � �������
� GD,n = 1 ��� �
�
�����
����� �
�� LD�

• !� �
��� D(GC > GD,n = 2)� LC = LD� ��� ������� ���" ����� �
�����#
$ ������� �
�� ���������� ����� ��� ���� 
���
���

����������� 	� %��� ������� �
 ��� �
�� ������
� ��������� �� ���� � �� ��
������ �
� ��� ������� ���" �
 ����������� ���������� ������ ���
�����
� ����

���� �������
� �� ��� ����
 &���� �
 �
�' �������
� �� ������� ����
1− r

n

1−r �
����
� (�� !������� � �

%� ��
� �
 �
���� ���� �� ��� �

�������
� �
��
� 
� ��� �����������
� ���#
���� �� ��$������� ���� ���� ���������� ���������� �������� �� 
���������

���� ��� �����	�
1− r

n
1−r

= 1 +
1− 1

n
1
r
−1

))



n
(β = 1, r = 0.7)

E
(
LPS

)
pe

= (1− r)

¨ (
aij − θ

)2
didj + r

˘ (
aij − akh

)
didkdhdj

aij =
1− r

1 + r
Ei

j (θ) +
2r

1 + r
Ei

j (ā)

λeq =
γ (1 + r)

γ (1 + r) + β
(
1 + r − 2 r

n

)
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���� �� ��
��� ���������� ����
 ����� ��� ����
�� ���� ��� �����
 ������
������� ���� ��
���� �
�����
��� ��
������� ��������� �
���������

�������	��
 �� �� �
������ �� �������� ����
��������� ��� ��������� ����
 �����
�� �� � �������� ��
 ��� ����
�� ���� �� ������ �����
 �� �������� � ���� �
�����
������ ������ �
 ��
� ����
���� ��� �
�������� ������ ����
������ �� γ2

γ1
=

1+r− 2r
n

1−r � ������ !�� E
(
LPS

)
pe

/δ1, n = 1 = 1
γ1
1−r+

β
1+r

��� E
(
LPS

)
pe

/δ2, n ≥ 2 = 1
γ2

1+r−2 r
n
+ β

1+r

"�� ��������� �� ����
����� ���� ���� E
(
LPS

)
pe

/δ1, n = 1 = E
(
LPS

)
pe

/δ2, n ≥
2 �

"�� �����
� �� �����
 ���� �
�������� ��
����� �� γ2

γ1
≥ 1+r− 2r

n

1−r # "�� �����$

���� �� ������
 ������
 ���� �� ��� ���� �� �� ����
����������#

��� �������	
 ��
��	���
	�	�� 
������ ��� ���
	�	�� �� ���

���	���
�	
 ��� ��� ��	���� 	�������	��

%�
 �������� ���� ��� ���������� ���� �� ����� �
� �������� �� ��� �
�������
�� �
����� ����
������# &� ���
� �� �������� � �����
 ������ �� ���
����� ���
�
������� ��
 � �
����� �����# �� ���������� �� � �����
 ���� ����� �� �� �������
����� ���
� �� � ����������� ������� � ��
�� �����
� �� �
����� ����
������
�
�����
�# �� ���� ����� ��� ���� �� ���
������ ��� �
����� �
������� ����� ��
��� ���� ��
 ��� ������� �� ����
����� �� '������ ��� (������� )
**+,#

"�� ���� �� ����� �� ��� ��������� ���
�������

CPS (β) = cβ, c > 0

E
(
TPS

)
= E

(
LPS

)
+ CPS (β) = 1

γ
1− r

n
+β

+ cβ

�� ������-��� �
����� �����
 �� ��� ����� ���� ��� .
�� �
��
 ����������

∂E(TPS)
∂β = −1(

γ
1− r

n
+β

) + c = 0

β∗ = Max

(
0,

1√
c
− γ

1− r
n

)
����

��� ��	
�� 

��
 	
�����
� �� ������ ����

∂2E
(
TP�

)
∂β2

> 0 ⇐⇒ 2
(
1− r

n

)3[
γ + β

(
1− r

n

)]3 > 0 ����

������ ����
1+r− 2r

n
1−r

>
1− r

n
1−r

���� ����� ��� 	�
� �� ��� 
����� 	�
�
 �� �������� ��

��
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∂β∗

∂γ
= − 1

1− r
n

< 0 �
��

���� �
��� 
� �����
�� �� 	�� ��������� �� ������ ������
	��� ��
�� �	���	��

�� ��
���������� 	� 
 �����	��� �� 	�� ����
	� ������
	��� !�	� 	�
	 �
��
�� 
 ����	��� �� 	�� �������
	��� ��	��� r 
�� 	�� ��
����	
	��� ��
���� n 
"�� �
	�� 1

1− r
n

�� �
���� 	�
� ��� #� �
�	� �� 	�� �������
	��� ��	��� �� �
����


� �����
�� �� 	�� ��������� �� 	�� ������ ������
	��� ��
�� 
���	� 	� ���������
	�
	 ������
	��� 
�� 	��� ��	�
	��� ������ ��	 ���� �����	��� �� 	���� �����$�
������
	��� %������� �� 	�� ������ �� ����&������ ������
	��� �� �
���� 	���
���� ���� 
���	� 	� �����	 �� 	���� ��� ������
	��� !��� �� ������� 
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 	�
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��������� �� ����
	� ������
	��� 

"�� ���� ����	��� �� ����� ���

E
(
TPS

)
/c∗ = 1

γ
1− r

n
+β + β(

γ
1− r

n
+β

)2

'� ����	��


 γ1� ��� ���������

� γ2� ���� ���������

'� �
����
	� 	�� �(���	�� ���� ����	��� ����� ���� �������	� 
�� ��� ����������
�� ��	�

E
(
TPS

)
/c∗, n = 1 =

1
γ1

1−r + β1
+

β1(
γ1

1−r + β1

)2

)����
���� �� �
����
	� 	�� �(���	�� ���� ����� ��
����	�� ������
	��� ��	�
���� ����������

E
(
TPS

)
/c∗, n ≥ 2 = 1

γ2
1− r

n
+β2

+ β2(
γ2

1− r
n
+β2

)2

'� �
���

E
(
TPS

)
/c∗, n = 1 ≥ E

(
TPS

)
/c∗, n ≥ 2 ⇐⇒ γ2

1− r
n

− γ1
1− r

≥ β1 − β2

*���� 	�
	 β1 − β2 ≥ 0, 
 ������
�� �����	��� ��� 	�� 
���� ���+�
��	��� 	�
�� ���� ���

γ2

γ1
≥ 1− r

n

1−r
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���� ��� �	����$ ���������
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 ��
���� �	 �� ����������� �	��������
 �� ���
����� 	� %���	 ��� &�"����� ���''!� %��	����
 �	 ������ ����	��
 ����	������
	���� ���	���� ����� ���	�����	� ����
�	����� (��� � ������
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 ���� ���
������� ���" �����	��� n ����
�	�� ���� ������ ���	�����	�� #� ������ ����
��� ���	�����	��� ��������� �� 
���� ��)

(��� ������ ��
���) Zi
j = θ + ηiz + αi

j i = 1, 2, ..., n ����� αi
j → N

(
0, 1

δ

)
��� � ������� ��
���) xi

j = θ + ηix + εij i = 1, 2, ...., n ����� ηix → N
(
0, 1

u

)
δ ������ ��� �	�������	� 	� ���	��������� �	��� 	� ��
���� ���� ��� �	��	�

��	�
 �
���� ���	�
��
 �	 ��� ���� 
�	���
#� ����

ρz = ρ
(
Zi
j , Z

h
k

)
=

{
δ

δ+γ if i = h

0 otherwise

#� ��� ���	 ��������� ��� �	�������	� ������� ��	 ������� ��
����)

ρx = β
β+u

%������$ * ��	�� ��� �	�� �$������	� �� 
���� ��)

E (L) = 1
βu

u+β(1−r)
+ γδ

γ+δ(1− r
n )

#��� δ → ∞ ��� u → ∞
 �� 
	� ��� �$������	� 
���� �� ���!� %��	����

�	 ���� �	�� ������	�
 ��������� �� δ ��������� ��� �
����+ ��������� �	 �������
��� ������� ������� 	� 	�����
 ����� �� �������� �� ��� ���
�������	� �������
�	��� ������ �� �� 	��	���� ������� ,���
 �����+� �-��������� ������� �	��
������������ ,�� ������� ���" �	��� �� ���� ���������� ������� �	�� ������
���
��)

1

ρz1
− 1

ρz2
= r

(
1− 1

n

)
��

#���� ρzi =
δi

δi+γ i = 1, 2 ���� ���� δ1 < δ2

������ .�� E (L) /δ1, n = 1 = 1
βu

u+β(1−r)
+

γδ1
γ+δ1(1−r)

��� E (L) /δ2, n ≥ 2 = 1
βu

u+β(1−r)
+

γδ2

γ+δ2(1− r
n )

������ ����
1

ρz1
− 1

ρz2
= δ2−δ1

γ

'/
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� �� ���
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� ������
 �
 ������%

&� ��� ���� ��	�
�	 ��	�
����	���� �	 �
 ��		�� ��� 	�� ���	��� ���� 	�
��

�����	� n 
�����
���� �������	��� ��	� ���� �����
��� �� 	�� ��	�� ��

���� 	� ��� �����
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 ����	�� 	���
1− r

n

1−r
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j (ā) =

(
γ

γ + β
+

λ

n

β

γ + β

)
Zi +

(
1−

(
γ

γ + β
+

λ

n

β

γ + β

))
xi
j ��7�

-
!44��4 ��6� ��� ��7� ���� ��� ��	
��$

aij = (1− r)
γZi + βxi

j

γ + β
+r

[((
γ

γ + β
+

λ

n

β

γ + β

)
Zi +

(
1−

(
γ

γ + β
+

λ

n

β

γ + β

))
xi
j

)]
��8�

)	�����4��4 �	�.�
 �	 ������ �6��

�� ������	�
� 
� 	�� �
�� ����	�
� ��� 	�� �����	 �		�����
	
 	�� ����������� ���
���	�
� �� ���

��� ���� � � 	
��
��� ��� �
����

Ei
j

[(
aij − θ

)2]
=

λ2

γ
+

(1− λ)
2

β
=

γ + β
(
1− r

n

)2[
γ + β

(
1− r

n

)]2 ��B�

��



��� ���� �� 	
���
��� �������������

Ei
j

[
Ek

h

(
akh − aij

)2]
= 2

[
λ2

γ

(
1− 1

n

)
+

(1− λ)
2

β

]
=

2
[
γ
(
1− 1

n

)
+ β

(
1− r

n

)2]
[
γ + β

(
1− r

n

)]2
����

��� ���� �� ��� ������� 
������� �� ��� �������� ��� �� ������ ��

���� � �� ! ��� � ��"!# �� ��� �����

E
(
LPS

)
= (1− r)Ei

j

[(
aij − θ

)2]
+

r

2
Ei

j

[
Ek

h

(
akh − aij

)2]
=

1
γ

1− r
n
+ β

����

�� 	
�	��� 
�� �� �
� ��� �� ���
� ��� ���� ��
����
 �
 ���� ��
���
�� �
� ����� ���� ���  �
� �!����
 �� ����
 ���� ��
����
 ��"�
 ���

E
(
LPS

)
= (1− r)Ei

j

[(
aij − θ

)2]
+

r

2
Ei

j

[
Ek

h

(
akh − aij

)2]
����

s.t aij = λZi + (1− λ)xi
j

�� ����

E
(
LPS

)
= (1− r)

[
λ2

γ
+

(1− λ)
2

β

]
+

r

2
2

[
λ2

γ

(
1− 1

n

)
+

(1− λ)
2

β

]
����

#�$�
�
�����
� ���� 
��	��� �� λ% �� �����
�

∂E(LPS)
∂λ = 2λ

γ

(
1− r

n

)− 2 (1−λ)
β = 0 ⇐⇒ λeq = γ

γ+β(1− r
n )

�� ����& ��
 ��� ����
� �
��
 ��
�����
�

∂2E(LPS)
∂λ2 = 2 1

γ

(
1− r

n

)
+ 2 1

β > 0

�
� ��� 	
��� �� �� 	���� �

�� ������	�
� 
� 	
� �
�� ����	�
� ��� 	
� ����
	 �		��
��

	
 	
� ����������� ���
���	�
� �� 	
� ���� 
� �
��	��� ���

	������	���

�� ��"�

Ei
j

[(
aij − θ

)2]
= λ2

γ + (1−λ)2

β =
γ(1+r)2+β(1+r−2 r

n )
[γ(1+r)+β(1+r−2 r

n )]
2

�
�

Ei
j

[
E
(
ahk − aij

)2]
= 2

[
λ2

γ

(
1− 1

n

)
+ (1−λ)2

β

]
= 2

γ(1+r)2(1− 1
n )+β(1+r−2 r

n )
[γ(1+r)(1− 1

n )+β(1+r−2 r
n )]

2

��



�����

E
(
LPS

)
= (1− r)Ei

j

[(
aij − θ

)2]
+rE

[
Ek

h

(
akh − aij

)2]
=

(1 + r)
(
1 + r − 2 r

n

)[
γ (1 + r) + β

(
1 + r − 2 r

n

)]
���	


���
��� ��� ���� �������� ���� �������� ����
�������� �� ���
������ �� γ ��� β���
���
������ �� n �

���� �� �
����� �� ��� ���	  � ��� ��������� �
�����
�!

E
(
LPS

)
pe

= (1− r)Ei
j

[(
aij − θ

)2]
+ rE

[
Ek

h

(
akh − aij

)2]
��"	

s.t aij = λZi + (1− λ)xi
j

#� ���!

E
(
LPS

)
pe

= (1− r)

[
λ2

γ
+

(1− λ)
2

β

]
+ r × 2

[
λ2

γ

(
1− 1

n

)
+

(1− λ)
2

β

]
��$	

%�&�
��������� ���� 
������ �� λ� �� � ����!

∂E(LPS)
pe

∂λ = 2λ
γ

(
1 + r − 2 r

n

)− 2 (1 + r) (1−λ)
β = 0 ⇐⇒ λeq = γ((1+r)

γ(1+r)+β(1+r− r
n )

#� ����' ��
 ��� ������ �
��
 ���������!

∂2E(LPS)
pe

∂λ2 = 2 1
γ

(
1 + r − r

n

)
+ 2 (1 + r) 1

β > 0

(�� ��� �
��� �� ��)����� �

�� ����� �� ������	
	�� �

*����� ����! E
(
LPS

)
= 1

γ
1− r

n
+β

#� ������

�� γ1! ��� �
�������

�� γ2! ���� �
�������

#� ��������� ��� �������� ���� �������� ����
 ���� �� ������ ��� ��� �
��������
�� ���!

E
(
LPS/n = 1, γ1

)
= 1

γ1
1−r+β

+�)���
��� �� ��������� ��� �������� ���� ����
 �
��)����� ����
)����� ����
���� �
�������!

E
(
LPS/n ≥ 2, γ2

)
= 1

γ2
1− r

n
+β

#� ����

E
(
LPS/n = 1, γ1

) ≥ E
(
LPS/n ≥ 2, γ2

) ⇐⇒ γ2

γ1
≥ 1− r

n

1−r

��



�� ������	
��� ��� 
����� 
����

��������� �	
	��
�� ��� ��	�	������ ������� �	 ����
	 ���� ����� ��	 �������	
��� �������	��
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